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1. Tóm tắt nội dung luận án
Luận án tập trung nghiên cứu các bài toán không chỉnh phát sinh từ phương trình và hệ phương trình dạng sóng, khuếch tán có đạo hàm bậc không nguyên; trọng tâm là phân tích tính không chỉnh của bài toán, xây dựng phương pháp chỉnh hóa và thiết lập các đánh giá sai số tương ứng.

Luận án gồm các chương:

1. Chương 0: Giới thiệu tổng quan về vấn đề nghiên cứu.

2. Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.

3. Chương 2: Khôi phục biên độ sóng đầu cuối của sóng khuếch tán trong vật liệu đàn hồi nhớt.

4. Chương 3: Chỉnh hóa bài toán giá trị cuối cho hệ phương trình sóng phi tuyến bậc không nguyên.
2. Những kết quả mới của luận án
Nội dung của luận án tập trung vào hai lớp bài toán ngược không chỉnh: khôi phục biên độ sóng đầu cuối của sóng khuếch tán trong vật liệu đàn hồi nhớt và chỉnh hóa bài toán giá trị cuối cho hệ phương trình sóng phi tuyến bậc không nguyên. Với mỗi bài toán, luận án xây dựng công thức biểu diễn nghiệm bằng khai triển, chỉ ra tính không ổn định, đề xuất nghiệm chỉnh hóa bằng phương pháp chặt cụt chuỗi, khảo sát sự tồn tại, duy nhất của nghiệm chỉnh hóa và thiết lập các đánh giá sai số dưới những giả thiết tiên nghiệm đối với nghiệm chính xác.
3. Các ứng dụng/ khả năng ứng dụng trong thực tiễn hay những vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu 

Trong chương 2, luận án nghiên cứu bài toán giá trị cuối cho phương trình sóng–khuếch tán phi tuyến chứa đạo hàm Caputo bậc 1 < α < 2, với điều kiện biên Dirichlet thuần nhất và dữ liệu quan sát tại thời điểm T. Tác giả đã:

Xây dựng biểu diễn phổ của nghiệm thông qua hệ hàm riêng của toán tử elliptic.

Thiết lập các ước lượng cho những hạt nhân liên quan đến hàm Mittag–Leffler.

Chứng minh tính không chỉnh của bài toán theo nghĩa Hadamard.

Xây dựng nghiệm chỉnh hóa bằng phương pháp chặt cụt phổ.

Chứng minh sự tồn tại và duy nhất của nghiệm chỉnh hóa thông qua nguyên lý ánh xạ co.

Thiết lập ước lượng sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác trong không gian có trọng số theo thời gian, với các điều kiện tiên nghiệm về độ trơn của nghiệm chính xác.

Đưa ra ví dụ số liên quan đến phương trình sine-Gordon bậc phân số để minh họa hiệu quả của phương pháp.

Trong chương 3, luận án nghiên cứu bài toán giá trị cuối cho hệ hai phương trình sóng–khuếch tán phi tuyến chứa đạo hàm Caputo bậc 1 < α < 2, có hai toán tử elliptic đều, đối xứng và xác định dương. Tác giả đã:

Xây dựng công thức nghiệm nhẹ của hệ thông qua khai triển phổ và biến đổi Laplace.

Đề xuất các toán tử nghiệm tương ứng với mỗi thành phần của hệ.

Thiết lập điều kiện tồn tại và duy nhất của nghiệm nhẹ trong một không gian tích Banach có trọng số theo thời gian.

Chứng minh tính không chỉnh của bài toán giá trị cuối.

Xây dựng nghiệm chỉnh hóa theo phương pháp cắt cụt phổ.

Thiết lập các đánh giá sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác dưới các giả thiết về dữ liệu, hàm nguồn và độ trơn của nghiệm.

Xây dựng ví dụ số ba chiều để kiểm chứng định tính tính ổn định của phương pháp khi mức nhiễu giảm.
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1. Summary
The dissertation focuses on ill-posed problems arising from wave-type and diffusion-wave equations and systems involving fractional-order derivatives. Its main objectives are to analyze the ill-posedness of these problems, develop regularization methods, and establish corresponding error estimates.
The dissertation consists of the following chapters:
1. Chapter 0: General introduction to the research problem.
2. Chapter 1: Preliminaries.
3. Chapter 2: Reconstruction of the terminal wave amplitude of diffusion waves in viscoelastic materials.

4. Chapter 3: Regularization of the final-value problem for a system of nonlinear fractional-order wave equations.

2. Novelty of Dissertation
The dissertation focuses on two classes of ill-posed inverse problems: reconstruction of the terminal wave amplitude of diffusion waves in viscoelastic materials, and regularization of the final-value problem for a system of nonlinear fractional-order wave equations. For each problem, the dissertation derives solution representations through spectral expansions, demonstrates instability, proposes regularized solutions based on series/spectral truncation, investigates the existence and uniqueness of the regularized solutions, and establishes error estimates under a priori assumptions on the exact solution.
3. Applications/ applicability/ perspective
In Chapter 2, the dissertation studies the final-value problem for a nonlinear fractional diffusion-wave equation involving the Caputo derivative of order 1 < α < 2, subject to a homogeneous Dirichlet boundary condition and observational data at time T. The author:
• derives a spectral representation of the solution using the eigenfunction system of an elliptic operator;

• establishes estimates for kernels involving the Mittag-Leffler function;

• proves that the problem is ill-posed in the sense of Hadamard;

• constructs a regularized solution by the spectral truncation method;

• proves the existence and uniqueness of the regularized solution by the contraction mapping principle;

• establishes error estimates between the regularized and exact solutions in a time-weighted space under a priori smoothness assumptions on the exact solution; and

• presents a numerical example related to the fractional sine-Gordon equation to illustrate the effectiveness of the method.

In Chapter 3, the dissertation studies the final-value problem for a system of two nonlinear fractional diffusion-wave equations involving the Caputo derivative of order 1 < α < 2, with two uniformly elliptic, symmetric, and positive definite operators. The author:

• derives a mild-solution formula for the system through spectral expansion and the Laplace transform;

• proposes solution operators corresponding to each component of the system;

• establishes conditions for the existence and uniqueness of the mild solution in a time-weighted product Banach space;

• proves the ill-posedness of the final-value problem;

• constructs a regularized solution using the spectral truncation method;

• establishes error estimates between the regularized and exact solutions under assumptions on the data, source terms, and solution smoothness; and

• presents a three-dimensional numerical example to qualitatively verify the stability of the method as the noise level decreases.
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