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Lời cam đoan

Luận án được tôi hoàn thành dưới sự hướng dẫn của PGS. TS. Phạm

Hoàng Quân. Tôi xin cam đoan rằng các kết quả được trình bày trong

luận án là mới, trung thực và chưa từng được ai công bố trong công trình

nào khác. Các bài báo có đồng tác giả đã được các đồng tác giả cho phép

sử dụng để viết luận án này.
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Lời cảm ơn

Đầu tiên, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu sắc đến Thầy

hướng dẫn khoa học của tôi PGS. TS. Phạm Hoàng Quân. Thầy đã tận

tình hướng dẫn và động viên tôi trong suốt quá trình tôi làm luận án.

Đồng thời, tôi xin chân thành cảm ơn PGS. TS. Lê Minh Triết cùng

các thành viên trong nhóm nghiên cứu Toán Giải tích tại Trường Đại học

Sài Gòn vì sự hỗ trợ, giúp đỡ nhiệt tình trong suốt quá trình tôi học và

làm luận án.

Tôi cũng xin bày tỏ lòng cảm ơn sâu sắc đến các đồng nghiệp trong

Khoa Khoa học ứng dụng, Trường Đại học Công nghệ kỹ thuật Tp. HCM

vì sự quan tâm chỉa sẻ và tạo điều kiện thuận lợi để tôi tập trung hoàn

thành luận án.

Ngoài ra, tôi cũng xin chân thành cảm ơn quý Thầy Cô trong hội đồng

chấm luận án Tiến sĩ đã dành nhiều thời gian, công sức để đọc luận án và

cho tôi những lời nhận xét quý báu để tôi hoàn thiện luận án.

Cuối cùng, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến gia đình tôi, những

người đã luôn quan tâm, động viên, hỗ trợ tôi về mọi mặt, nhất là về mặt

tinh thần để tôi học tập tốt.
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Danh mục ký hiệu

x, y : Biến không gian.
t : Biến thời gian.
L2(0, π) : Không gian các hàm bình phương khả tích trên (0, π).
Hs(0, π)(s > 0) : Không gian thang Hilbert trên (0, π).
ut : Đạo hàm riêng cấp một của u theo biến t.
uxx : Đạo hàm riêng cấp hai của u theo biến x.
uyy : Đạo hàm riêng cấp hai của u theo biến y.
(−∆)α(α ∈ (0, 1)) : Toán tử Laplace bậc không nguyên.
R : Tập số thực.
E(X) : Kỳ vọng của biến ngẫu nhiên X.
∥ · ∥ : Chuẩn trên không gian L2(0, π).
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Danh mục bảng biểu, hình vẽ

Bảng 2.1 Bảng kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa uεN(., t) và

nghiệm chính xác uexact(., t) tại các thời điểm khác nhau tương ứng với

ε = 0.1, 0.01, 0.001 và M = 100.

Bảng 3.1 Bảng kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa uεN(., y) và

nghiệm chính xác uexact(., y) tương ứng với ε = 0.1, 0.01, 0.001 and M =

100.
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MỞ ĐẦU

Bài toán ngược cho phương trình đạo hàm riêng là một dạng bài toán

có nhiều ứng dụng quan trọng trong nhiều ngành khoa học và kỹ thuật

như bài toán truyền nhiệt ngược, bài toán truyền sóng, bài toán tán xạ

ngược, xử lý ảnh ngược... Những năm giữa thế kỷ XX, cùng với việc phát

triển các công cụ tính toán hiện đại, các bài toán ngược đã được các nhà

toán học trên thế giới xem xét mà tiêu biểu là các công trình của Tikhonov

[48], Lions [31]. Từ đó cho đến nay, các bài toán ngược ngày càng được

nhiều nhà toán học quan tâm do những ứng dụng xuất phát từ thực tiễn.

Một đặc trưng thường gặp của các bài toán ngược là tính không chỉnh,

đặc biệt là tính không ổn định của nghiệm. Theo Hadamard [28], chúng

ta có định nghĩa bài toán chỉnh như sau:

Cho X và Y là các không gian định chuẩn, K : X → Y là một ánh

xạ (có thể tuyến tính hoặc phi tuyến). Phương trình Kx = y được gọi là

chỉnh nếu ba điều kiện sau được thỏa:

1. Tính tồn tại nghiệm: Với mọi y ∈ Y , tồn tại x ∈ X sao cho Kx = y.

2. Tính duy nhất : Với mọi y ∈ Y thì tồn tại nhiều nhất một x ∈ X sao

cho Kx = y.

3. Tính ổn định nghiệm: Nghiệm x của bài toán phải phụ thuộc liên tục

vào y, nghĩa là với mọi dãy (xn) ⊂ X sao cho Kxn → Kx khi n→ ∞ thì

xn → x.

Một phương trình không thỏa ít nhất một trong ba tính chất trên gọi

là không chỉnh.

Tính ổn định nghiệm của bài toán ngược là vấn đề mà các nhà toán

học hiện nay rất quan tâm. Khi một bài toán không thỏa tính ổn định

nghiệm, từ một sai số nhỏ trong dữ liệu đo đạc có thể dẫn đến sai số rất

lớn của nghiệm tương ứng. Do đó, chúng ta cần xây dựng nghiệm xấp xỉ
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ổn định cho bài toán mà ta gọi là chỉnh hóa bài toán. Vì thế, việc khảo

sát tính không chỉnh và thiết lập các phương pháp chỉnh hóa cho các bài

toán ngược đã thu hút được nhiều sự quan tâm của các nhà nghiên cứu

trong và ngoài nước.

Trong thời gian gần đây, các phương trình chứa đạo hàm bậc không

nguyên đã trở nên phổ biến nhờ tính ứng dụng của chúng trong việc mô

hình hóa các hiện tượng trong tự nhiên và kỹ thuật mà không thể được

mô hình hóa bằng các phương trình có đạo hàm bậc nguyên như mô hình

hóa hiện tượng khuếch tán dị thường và mô hình các hệ thống phức. Nhờ

những ứng dụng rộng rãi của nó trong khoa học, kỹ thuật, tài chính, các

bài toán ngược cho các phương trình đạo hàm riêng có chứa đạo hàm bậc

không nguyên đã được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu trong

thời gian gần đây.

Trong thực tế, chúng ta khó có được giá trị chính xác của dữ liệu bài

toán vì sai số nảy sinh trong quá trình đo đạc. Tuy nhiên, do tác động

của môi trường cũng như sai số trong quá trình thu thập dữ liệu dẫn đến

dữ liệu của bài toán là một đại lượng ngẫu nhiên có độ lệch so với dữ liệu

chính xác và độ lệch này là một nhiễu ngẫu nhiên. Mô hình nhiễu ngẫu

nhiên gần với thực tế hơn và đã được sử dụng bởi nhiều nhà khoa học.

Một quá trình ngẫu nhiên rất phổ biến là nhiễu trắng Gauss vì các ứng

dụng đa dạng của nó trong các lĩnh vực khác nhau bao gồm khoa học, kỹ

thuật và kinh tế như hệ thống điện tử, xử lý tín hiệu, mô hình kinh tế...

Chính vì vậy, các bài toán ngược với dữ liệu nhiễu trắng Gauss đã được

nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu.

Vì những phân tích trên, trong luận án chúng tôi khảo sát một số bài

toán ngược có chứa đạo hàm bậc không nguyên cho phương trình đạo hàm

riêng với dữ liệu ngẫu nhiên. Cụ thể, chúng tôi tập trung nghiên cứu hai
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dạng bài toán sau:

Bài toán 1: Bài toán ngược cho phương trình parabolic phi tuyến

chứa đạo hàm bậc không nguyên theo biến không gian.

Phương trình dạng parabolic dùng để mô tả các hiện tượng vật lý

như quá trình truyền nhiệt, quá trình khuếch tán... Phương trình dạng

parabolic thuần nhất có dạng

ut(x, t)−Duxx(x, t) = 0, (1)

trong đó u(x, t) là nhiệt độ hay nồng độ chất tan tại vị trí x và thời gian

t, D là hệ số khuếch tán.

Phương trình parabolic bậc không nguyên được phát triển từ phương

trình parabolic cổ điển, trong đó đạo hàm cổ điển được thay bằng đạo

hàm bậc không nguyên. Phương trình dạng này được sử dụng để mô hình

hóa cho các quá trình khuếch tán dị thường, trong đó sự lan truyền của

các đại lượng như nhiệt, khối lượng hoặc động lượng không tuân theo các

quy luật khuếch tán thông thường được mô tả bởi định luật Fick. Bài

toán ngược cho phương trình dạng parabolic bậc không nguyên có nhiều ý

nghĩa trong nhiều ngành khoa học, kỹ thuật, tài chính như xác định nhiệt

độ ban đầu của một vật thể trong các vật liệu phức tạp và độ thấm khác

nhau, xác định sự lan truyền của các chất trong các mô sinh học có hình

dạng phức tạp và độ khuếch tán khác nhau, việc đo đạc di chuyển của các

mạch nước ngầm, xác định và kiểm soát các nguồn ô nhiễm trong khoa

học môi trường, xác định phân bố dân cư tại thời điểm ban đầu, phân tích

sự lan truyền thông tin hoặc biến động giá trong các thị trường tài chính

theo thời gian. . . (xem [10, 19, 27, 47])

Bài toán 2: Bài toán ngược cho phương trình Helmholtz phi

tuyến chứa đạo hàm bậc không nguyên theo biến không gian.

Phương trình Helmholtz là một phương trình đạo hàm riêng dạng el-
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liptic cấp hai phổ biến trong vật lý và kỹ thuật, được đặt theo tên của nhà

khoa học người Đức Hermann von Helmholtz. Phương trình Helmholtz

thuần nhất trong miền ba chiều có dạng như sau

∆u(x, y, z) + k2u(x, y, z) = 0, (2)

trong đó ∆ là toán tử Laplace, u(x, y, z) là hàm biên độ sóng tại điểm

(x, y, z) ∈ R3 , k là hệ số sóng.

Phương trình Helmholtz thường được sử dụng để mô tả các hiện tượng

lan truyền sóng như sóng âm, sóng điện từ và các loại hiện tượng dao động

khác. Các ứng dụng của nó bao phủ nhiều lĩnh vực như vật lý, quang học,

cơ học, điện từ học và âm thanh học. Ngoài ra, phương trình Helmholtz

đóng vai trò quan trọng trong các bài toán xử lý tín hiệu và xử lý hình

ảnh.

Phương trình Helmholtz có chứa đạo hàm bậc không nguyên là dạng

phát triển của phương trình Helmholtz cổ điển trong đó đạo hàm cổ điển

được thay bằng đạo hàm bậc không nguyên. Phương trình Helmholtz bậc

không nguyên được sử dụng để mô hình hóa sự truyền sóng trong môi

trường không đồng nhất, các quá trình khuếch tán dị thường và các hiện

tượng khác xảy ra do hiệu ứng phi cục bộ hoặc tính chất fractal của môi

trường mà phương trình Helmholtz cổ điển mô tả không đầy đủ. Ngoài ra,

nó còn có ứng dụng trong các lĩnh vực khác nhau trong vật lý, sinh học, y

học.

Bài toán ngược cho phương trình Helmholtz có chứa đạo hàm bậc không

nguyên đã được quan tâm nghiên cứu trong các lĩnh vực khác nhau như

âm học, địa vật lý, sinh hóa, điện từ... Chẳng hạn như việc xác định sự

lan truyền âm thanh trong môi trường có cấu trúc phức tạp như vật liệu

xốp hoặc mô sinh học, nghiên cứu sự truyền sóng điện từ trong môi trường

không đồng nhất, phân tích tương tác sóng với bề mặt gồ ghề hoặc hình

4



học fractal. . . (xem [11, 45, 64]).

Tổng quan tình hình nghiên cứu trong nước và thế giới

Bài toán 1: Bài toán ngược cho phương trình parabolic phi tuyến

chứa đạo hàm bậc không nguyên theo biến không gian.

Cho D = (0, π), xét bài toán tìm phân bố nhiệt u(x, t) , t ∈ [0, T )

thỏa mãn phương trình khuếch tán sau

ut(x, t) + a(t)(−∆)αu(x, t) = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ D × (0, T ), (3)

với các điều kiện

u(0, t) = u(π, t) = 0 , t ∈ [0, T ], (4)

u(x, T ) = g(x), x ∈ D, (5)

trong đó T > 0 là thời điểm cuối, a(t) là hệ số khuếch tán phụ thuộc thời

gian, g(x) là dữ liệu cuối, f là hàm nguồn nhiệt phi tuyến và (−∆)α(α ∈
(0, 1)) là toán tử Laplace bậc không nguyên. Trong trường hợp a(t) = 1

và α = 1, bài toán (3) - (5) là bài toán nhiệt ngược thời gian cổ điển và đã

được quan tâm nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học (xem [53, 54, 55, 56]).

Trong [53], Đặng Đức Trọng và các đồng tác giả đã khảo sát bài toán trong

trường hợp nguồn nhiệt phi tuyến

ut − uxx = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ (0, π)× [0, T ], (6)

u(0, t) = u(π, t) = 0 , t ∈ [0, T ], (7)

u(x, T ) = ϕ(x), x ∈ (0, π). (8)

Các tác giả đã kết hợp phương pháp tựa khả nghịch (QR) và phương

pháp tựa giá trị biên (QBV) để chỉnh hóa bài toán (6) - (8) và thu được

tốc độ hội tụ dạng Hölder.

Trong trường hợp α = 1, a(t) ̸= 1, bài toán (3) - (5) đã được khảo sát

bởi nhiều nhà nghiên cứu (xem [21, 22, 41, 42]). Trong [41], Phạm Hoàng
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Quân cùng cộng sự đã nghiên cứu bài toán sau

ut(x, t)− a(t)uxx(x, t) = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ (0, π)× [0, T ], (9)

u(0, t) = u(π, t) = 0 , t ∈ [0, T ], (10)

u(x, T ) = g(x), x ∈ [0, π]. (11)

Để chỉnh hóa bài toán (9)-(11), các tác giả đã sử dụng phương pháp

tựa giá trị biên có điều chỉnh và thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder.

Trong trường hợp a(t) = 1 và α ̸= 1, bài toán (3) - (5) cũng đã được

quan tâm nghiên cứu nhiều (xem [49, 66, 67, 68]). Trong [49], Lê Minh

Triết và các đồng tác giả đã khảo sát bài toán trong trường hợp nguồn

nhiệt không thuần nhất

ut(x, t) + (−∆)αu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ R× [0, T ], (12)

u(x, T ) = g(x), x ∈ R, (13)

lim
x→∞

u(x, t) = 0. (14)

Các tác giả đã chỉnh hóa bài toán (12)- (14) bằng phương pháp chặt

cụt Fourier và thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder.

Trong trường hợp a(t) ̸= 1 và α ̸= 1, bài toán (3) - (5) đã được nhiều

nhà toán học quan tâm nghiên cứu (xem [29, 32]). Trong [32], Trà Quốc

Khanh và đồng tác giả đã sử dụng phương pháp Fourier để chỉnh hóa bài

toán trong trường hợp không thuần nhất trên miền không bị chặn bằng

phương pháp hàm lọc và thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder. Trong [29],

Trần Thị Khiếu và cộng sự đã sử dụng phương pháp Tikhonov để chỉnh

hóa bài toán trên miền không bị chặn trong trường hợp phi tuyến

ut(x, t) + a(t)(−∆)αu(x, t) = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ Rd × [0, T ], (15)

u(x, T ) = g(x), x ∈ Rd, (16)

và thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder.
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Từ dữ liệu đầu vào g được cung cấp tại thời điểm cuối t = T , mục tiêu

của bài toán (3) - (5) là tìm phân bố nhiệt độ u(x, t) tại các thời điểm

trước đó t ∈ [0, T ). Tuy nhiên, trong thực tế, chúng ta khó có được dữ

liệu chính xác mà chỉ có được dữ liệu nhiễu gε với sai số dữ liệu ε > 0.

Trong các nghiên cứu trên, các tác giả đã khảo sát bài toán (3) - (5) trong

trường hợp dữ liệu có nhiễu xác định.

Ngoài ra, trong [33], Erkan Nane và đồng tác giả đã chỉnh hóa bài toán

ut(x, t) + a(t)(−∆)βu(x, t) = F (u) + g(x, t), (x, t) ∈ (0, π)× [0, T ],
(17)

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, (18)

u(x, T ) = uT (x), x ∈ (0, π), (19)

trong trường hợp dữ liệu tuân theo quy luật nhiễu ngẫu nhiên rời rạc. Các

tác giả đã sử dụng một phương pháp tựa khả nghịch mới và thu được ước

lượng sai số dạng Hölder.

Theo hiểu biết của chúng tôi, hiện tại có rất ít nghiên cứu đối với bài

toán (3)-(5) cho trường hợp dữ liệu nhiễu tuân theo mô hình nhiễu trắng

Gauss. Vì vậy, trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu bài toán trên trong

trường hợp dữ liệu thỏa mãn mô hình

gε(x) = g(x) + εξ(x), (20)

trong đó ε > 0 và ξ là một nhiễu trắng Gauss.

Trên thực tế, ta chỉ quan sát được một số sai số hữu hạn như sau

⟨gε, ϕn⟩ = ⟨g, ϕn⟩+ ε⟨ξ, ϕn⟩, (21)

với n = 1, N trong đó N là số bước quan sát rời rạc và {ϕn} là một cơ sở

trực chuẩn của L2(0, π).

Mô hình nhiễu (20) là gần với thực tế hơn, mặc dù vậy, việc chỉnh hóa

nghiệm của bài toán (3) - (5) với mô hình nhiễu (20) sẽ khó khăn hơn vì
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nghiệm của bài toán chứa đại lượng có nhiễu ngẫu nhiên. Đặc biệt, việc

chỉnh hóa bài toán (3) - (5) với mô hình nhiễu (20) bằng phương pháp chặt

cụt chuỗi Fourier chưa được ai nghiên cứu vì tính khó trong việc lựa chọn

các tham số chỉnh hóa. Bằng cách sử dụng phương pháp chặt cụt chuỗi

Fourier, chúng tôi đã chỉnh hóa bài toán (3) - (5) với mô hình nhiễu (20)

và đưa ra đánh giá sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác có

dạng Hölder.

Bài toán 2: Bài toán ngược cho phương trình Helmholtz phi

tuyến chứa đạo hàm bậc không nguyên theo biến không gian.

Chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm hàm biên độ sóng u(x, y) thỏa mãn

phương trình Helmholtz như sau

∆u(x, y)− (−∆)αu(x, y) + k2u(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ (0, π)× (0, 1),

(22)

với các điều kiện

u(0, y) = u(π, y) = 0, y ∈ [0, 1], (23)

u(x, 1) = g(x), x ∈ (0, π), (24)

uy(x, 1) = h(x), x ∈ (0, π), (25)

trong đó (−∆)α, α ∈ (0, 1) là toán tử Laplace bậc không nguyên, k ∈
(0,

√
2) là hệ số sóng cho trước, f(x, y, u) là hàm nguồn phi tuyến. Các

hàm số g(x) và h(x) là các dữ liệu tại y = 1.

Trong trường hợp α = 1, bài toán Cauchy cho phương trình Helmholtz

∆u(x, y) + k2u(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ (0, π)× (0, 1), (26)

u(0, y) = u(π, y) = 0 , y ∈ (0, 1), (27)

uy(x, 0) = f(x), x ∈ (0, π), (28)

u(x, 0) = g(x), x ∈ (0, π), (29)
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đã được quan tâm nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học (xem [23, 38, 39,

59, 65]). Trong [59], Phạm Hoàng Quân và các đồng tác giả đã sử dụng

phương pháp tựa khả nghịch có điều chỉnh để chỉnh hóa bài toán (26) -

(29) trong trường hợp thuần nhất f = 0 và thu được tốc độ hội tụ dạng

logarit. Trong [65], nhóm tác giả Trần Quốc Việt đã chỉnh hóa bài toán

(26)- (29) trong trường hợp không thuần nhất f ̸= 0 trên miền ba chiều

bằng cách áp dụng phương pháp hàm lọc tổng quát và thu được tốc độ

hội tụ dạng logarit.

Trong trường hợp k = 0, bài toán Cauchy cho phương trình Laplace

∆u(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ (0, π)× (0, 1), (30)

u(0, y) = u(π, y) = 0 , y ∈ (0, 1), (31)

u(x, 0) = g(x), x ∈ (0, π), (32)

uy(x, 0) = h(x), x ∈ (0, π), (33)

đã được khảo sát bởi nhiều nhóm nghiên cứu (xem [25, 36, 37]). Trong

[36], nhóm tác giả Chu Li Fu đã sử dụng phương pháp chặt cụt để chỉnh

hóa bài toán (30) - (33) trong trường hợp thuần nhất và thu được tốc độ

hội tụ dạng Hölder. Trong [25], nhóm tác giả Z. Hongwu đã chỉnh hóa bài

toán (30) - (33) trong trường hợp phi tuyến bằng phương pháp tựa giá trị

biên cải tiến và thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder.

Trong [24], Phan Trung Hiếu cùng cộng sự đã nghiên cứu bài toán

Cauchy cho phương trình Helmholtz có điều chỉnh trong trường hợp hàm

nguồn không thuần nhất như sau

∆u(x, y)− k2u(x, y) = f(x, y), x ∈ R, y ∈ (0, 1), (34)

uy(x, 0) = φ(x), x ∈ R, (35)

u(x, 0) = ψ(x), x ∈ R. (36)
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Sử dụng phương pháp chặt cụt, các tác giả đã chỉnh hóa bài toán (34)

- (36) và thu được ước lượng sai số có dạng Hölder.

Trong các nghiên cứu kể trên, các tác giả đã nghiên cứu bài toán (22)

- (25) trong trường hợp dữ liệu bị nhiễu xác định.

Trong [40], Phạm Hoàng Quân cùng cộng sự đã nghiên cứu bài toán

uyy(x, y)− (−∆)αu(x, y)− k2u(x, y) = S(u) + h(x, y), (37)

u(0, y) = u(π, y) = 0, y ∈ [0, 1], (38)

u(x, 1) = f(x), x ∈ (0, π), (39)

uy(x, 1) = g(x), x ∈ (0, π), (40)

trong trường hợp dữ liệu tuân theo quy luật nhiễu ngẫu nhiên rời rạc.

Trong đó, các tác giả đã sử dụng phương pháp hồi quy chuỗi lượng giác

kết hợp phương pháp chặt cụt chuỗi để chỉnh hóa bài toán (37) - (40) và

thu được tốc độ hội tụ dạng Hölder.

Theo hiểu biết của chúng tôi, cho tới thời điểm hiện tại, bài toán (21)

- (24) với dữ liệu tuân theo quy luật nhiễu trắng Gauss

gε(x) = g(x) + εξ(x),

hε(x) = h(x) + εξ(x), (41)

trong đó ε > 0 và ξ là một nhiễu trắng Gauss chưa được quan tâm nghiên

cứu.

Trên thực tế, ta chỉ quan sát được một số sai số hữu hạn như sau

⟨gε, ϕn⟩ = ⟨g, ϕn⟩+ ε⟨ξ, ϕn⟩,

⟨hε, ϕn⟩ = ⟨h, ϕn⟩+ ε⟨ξ, ϕn⟩, (42)

với n = 1, N trong đó N là số bước quan sát rời rạc và {ϕn} là một cơ sở

trực chuẩn của L2(0, π).
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Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu bài toán (21) - (24) thỏa mô

hình nhiễu (41). Bằng cách sử dụng phương pháp chặt cụt Fourier, chúng

tôi thiết lập nghiệm chỉnh hóa cho bài toán và đưa ra các đánh giá sai số

giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác với các điều kiện khác nhau

trên nghiệm chính xác.

Phần chính của luận án được cấu trúc như sau.

Mở đầu

Chương 1: Bài toán ngược cho phương trình parabolic phi tuyến chứa đạo

hàm bậc không nguyên theo biến không gian. Trong chương một, chúng

tôi xây dựng công thức biểu diễn nghiệm của bài toán, đưa ra ví dụ minh

họa cho tính không chỉnh của bài toán, xây dựng nghiệm chỉnh hóa, đánh

giá kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác, trình

bày ví dụ số minh họa.

Chương 2: Bài toán ngược cho phương trình Helmholtz phi tuyến chứa

đạo hàm bậc không nguyên theo biến không gian. Trong chương hai, chúng

tôi xây dựng công thức biểu diễn nghiệm của bài toán, đưa ra ví dụ minh

họa cho tính không chỉnh của bài toán, xây dựng nghiệm chỉnh hóa, đánh

giá kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác, trình

bày ví dụ số minh họa.

Kết luận

Tài liệu tham khảo
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Chương 1

BÀI TOÁN NGƯỢC CHO

PHƯƠNG TRÌNH PARABOLIC
PHI TUYẾN CHỨA ĐẠO HÀM

BẬC KHÔNG NGUYÊN THEO

BIẾN KHÔNG GIAN

1.1 Giới thiệu bài toán

Trong chương một, chúng tôi khảo sát bài toán tìm phân bố nhiệt u(x, t)

thỏa mãn phương trình khuếch tán phi tuyến sau

ut(x, t) + a(t)(−∆)αu(x, t) = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ D × (0, T ), (1.1)

với các điều kiện

u(0, t) = u(π, t) = 0 , t ∈ [0, T ], (1.2)

u(x, T ) = g(x), x ∈ D, (1.3)

trong đó D = (0, π), T > 0 là thời điểm cuối, a(t) là hệ số khuếch tán phụ

thuộc thời gian, g(x) là dữ liệu cuối, f(x, t, u) là nguồn nhiệt phi tuyến và

(−∆)α(α ∈ (0, 1)) là toán tử Laplace bậc không nguyên.

Chúng tôi nghiên cứu bài toán trên trong trường hợp dữ liệu thỏa mãn
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mô hình

gε(x) = g(x) + εξ(x), (1.4)

trong đó ε > 0 là cường độ nhiễu và ξ là một nhiễu trắng Gauss.

Nội dung chủ yếu của chương hai gồm ba phần. Trong tiểu mục 1.2, chúng

tôi sẽ thiết lập dạng nghiệm của bài toán (1.1)-(1.3) và đưa ra ví dụ minh

họa cho tính không chỉnh của bài toán. Trong tiểu mục 1.3, chúng tôi chỉnh

hóa bài toán bằng phương pháp Fourier và đưa ra các đánh giá sai số giữa

nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác. Trong tiểu mục 1.4, chúng tôi đưa

ra một ví dụ số để minh họa cho phần lý thuyết.

Kết quả của chương hai đã được công bố trong bài báo

[A1] Pham Hoang Quan, Nguyen Quang Huy, Le Minh Triet, Luu Hong

Phong, The backward problem for the nonlinear space-fractional diffusion

equation with Gaussian white noise, Kyungpook Mathematical Journal

2025; 65(4); 639-667.

1.2 Dạng nghiệm của bài toán (1.1)-(1.3)

Từ đây trở đi , ta ký hiệu ∥·∥ thay cho chuẩn ∥·∥L2(D) .

Trong chương hai, ta cần một số giả thiết sau

(H1): a(t) là hàm liên tục sao cho 0 < p ≤ a(t) ≤ q,∀t ∈ [0, T ].

(H2): Hàm số g(x) thuộc L2(D).

(H3): Hàm nguồn f : [0, π]× [0, T ]× R → R thỏa mãn

|f(x, t, u)− f(x, t, v)| ≤ K|u− v|,

với K > 0 độc lập với x, t, u, v.

Định lý 1.1. Giả sử các giả thiết (H1) - (H3) được thỏa. Nếu bài toán

(1.1) - (1.3) có nghiệm trong C([0, T ];L2(D)) thì nghiệm của bài toán
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được cho bởi

u(x, t) =
∞∑
n=1

[
en

2α(F (T )−F (t))gn −
∫ T

t
en

2α(F (s)−F (t))fn(u)(s)ds
]
sin(nx),

(1.5)

trong đó

gn =
2

π

π∫
0

g(x) sin(nx)dx,

fn(u)(s) =
2

π

π∫
0

f(x, s, u(x, s)) sin(nx)dx,

F (t) =

t∫
0

a(s)ds.

Trong tiểu mục 1.3, chúng tôi sẽ trình bày một phương pháp chỉnh hóa

cho bài toán.

1.3 Phương pháp chỉnh hóa chặt cụt Fourier cho

bài toán (1.1)-(1.3)

Để bổ trợ cho việc chứng minh các kết quả chính, chúng tôi sử dụng bổ

đề sau

Bổ đề 1.2. Cho ε ∈ (0, 1), s > 0 và g ∈ Hs(D). Cho gN(ε) ∈ L2(D) như

sau

gN(ε)(x) =

N(ε)∑
n=1

⟨gε, ϕn⟩ϕn(x).

Khi đó, ta có

E
∥∥gN(ε) − g

∥∥2 ≤ ε2N(ε) +
1

(N(ε))2s
∥g∥2Hs(D) . (1.6)

Ở đây N phụ thuộc ε và thỏa mãn lim
ε→0

N(ε) = +∞.
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Chúng ta thấy rằng en
2α(F (T )−F (t)) và en

2α(F (s)−F (t)) khi n đủ lớn là nguyên

nhân gây ra tính không ổn định nghiệm của bài toán ban đầu. Vì thế, để

xây dựng nghiệm xấp xỉ ổn định của bài toán, chúng tôi sử dụng phương

pháp chặt cụt Fourier để đưa ra nghiệm chỉnh hóa như sau

uεN(ε)(x, t) =

BN(ε)∑
n=1

[
en

2α(F (T )−F (t))(gN(ε))n

−
∫ T

t
en

2α(F (s)−F (t))fn(u
ε
N(ε))(s)ds

]
sin(nx), (1.7)

trong đó BN(ε) là số nguyên dương thỏa mãn lim
ε→0

BN(ε) = +∞.

Định lý 1.3. Giả sử các giả thiết (H1) - (H3) được thỏa mãn. Cho ε ∈
(0, 1), s > 0, T > 0 và g ∈ Hs(D). Cho N(ε), gN(ε) như trong Bổ đề 1.2.

Khi đó, phương trình tích phân (1.7) có nghiệm duy nhất uεN(ε) ∈ VT .

Tiếp theo, chúng tôi đưa ra các đánh giá kỳ vọng của sai số giữa nghiệm

chỉnh hóa và nghiệm chính xác dưới các điều kiện khác nhau.

Định lý 1.4. Giả sử rằng các giả thiết (H1) - (H3) được thỏa mãn. Giả

sử rằng tồn tại s > 0 và M1 > 0 sao cho ∥g∥Hs(D) ≤M1 . Gọi u là nghiệm

chính xác của bài toán (1.1) - (1.3) và uεN(ε) là nghiệm chỉnh hóa tương

ứng với dữ liệu nhiễu gN(ε). Giả sử tồn tại P1 > 0 sao cho

∞∑
n=1

|un(t)|2 e2n
2αF (t) ≤ P1, ∀t ∈ [0, T ]. (1.8)

Khi đó, ta có

E
∥∥∥uεN(ε)(., t)− u(., t)

∥∥∥2 ≤ P2
2e2K

2T (T−t)ε
4spt

(2s+1)(p+q)T , t ∈ [0, T ], (1.9)

trong đó P2 = 4(1 +M 2
1 + 5πP1).

Định lý 1.5. Giả sử các giả thiết (H1) - (H3) được thỏa mãn. Giả sử rằng

tồn tại s > 0 và M1 > 0 sao cho ∥g∥Hs(D) ≤ M1 . Gọi u là nghiệm chính
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xác của bài toán (1.1) - (1.3) và uεN(ε) là nghiệm chỉnh hóa tương ứng với

dữ liệu nhiễu gN(ε). Giả sử rằng tồn tại Q1 > 0 sao cho

∥u(., t)∥H2α(D) ≤ Q1, ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó, ta có

E
∥∥∥uεN(ε)(., t)− u(., t)

∥∥∥2 ≤M2e
2K2T (T−t)

(
ln

(
1

ε

))−2

, t ∈ [0, T ],(1.10)

trong đó M2 = 4

(
1 +M 2

1 +Q2
1

(
2s

(2s+1)(p+q)T

)−2
)
.

Định lý 1.6. Giả sử các giả thiết (H1) - (H3) được thỏa mãn. Giả sử rằng

tồn tại s > 0 và M1 > 0 sao cho ∥g∥Hs(D) ≤ M1 . Gọi u là nghiệm chính

xác của bài toán (1.1) - (1.3) và uεN(ε) là nghiệm chỉnh hóa tương ứng với

dữ liệu nhiễu gN(ε). Giả sử rằng tồn tại r > 0 và Q2 > 0 sao cho

∞∑
n=1

e2rn
2α|un(t)|2 ≤ Q2, ∀t ∈ [0, T ].

Khi đó, ta có đánh giá

E
∥∥∥uεN(ε)(., t)− u(., t)

∥∥∥2 ≤M3e
2K2T (T−t)

(
ε

4s(pT+qt)
(2s+1)(p+q)T + ε

4rs
(2s+1)T (p+q)

)
, t ∈ [0, T ],

(1.11)

trong đó M3 = max{4(1 +M 2
1 ), 4Q2}.

1.4 Ví dụ minh họa

Chúng tôi xét bài toán tìm u(x, t) thỏa mãnut(x, t) + a(t)(−∆)αu(x, t) = f(x, t, u), (x, t) ∈ (0, π)× [0, 1],
u(0, t) = u(π, t) = 0 , t ∈ [0, 1],
u(x, 1) = g(x), x ∈ (0, π),

(1.12)

trong đó α = 0.6, a(t) =
1

10
(t+ 0.2) và
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f(x, t, u(x, t)) = (4αt4α−1 +
t

10
)et

4α

sin(x) +
2

100
u(x, t),

g(x) = e sin(x),

F (t) =

t∫
0

a(s)ds =
1

10
(0.5t2 + 0.2t).

Nghiệm chính xác của bài toán (1.12) là

uexact(x, t) = et
4α

sin(x).

Ta chọn các tham số chỉnh hóa

N = [N(ε)] = [ε
−2
3 ] và BN = [BN(ε)] =

[
ln
(
1
ε

)]
.

Xét dữ liệu nhiễu

gN(x) = e sin(x) + ε
N∑
n=1

⟨ξ, ϕn⟩ϕn(x),

trong đó ϕn (x) =

√
2

π
sin(nx) và ⟨ξ, ϕn⟩ là các biến ngẫu nhiên có phân

phối Gauss với trung bình bằng 0 và phương sai bằng 1.

Trong phần mềm MATLAB, để khởi tạo bộ số ngẫu nhiên có phân phối

chuẩn, ta sử dụng hàm randn(.).

Từ (1.7), ta có nghiệm chỉnh hóa thỏa

uεN(x, t) =
BN∑
n=1

[
en

2α(F (1)−F (t))(gN)n−
∫ 1

t
en

2α(F (s)−F (t))fn(u
ε
N)(s)ds

]
sin(nx),

trong đó

(gN)n =
2

π

π∫
0

(gN)(x) sin(nx)dx,

fn(u
ε
N)(s) =

2

π

π∫
0

f(x, s, uεN)(s) sin(nx)dx.

Bây giờ, ta chia nhỏ đoạn [0,1] thành 10 đoạn con bởi 11 điểm
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tj =
j − 1

10
, j = 1, 2, ...11.

Đặt lần lượt ε = 0.1, ε = 0.01, ε = 0.001.

Cho các giá trị khác nhau của ε, chúng tôi tính toán kỳ vọng của sai

số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác tại thời điểm tj, ký hiệu

bởi E ∥uεN(., tj)− uexact(., tj)∥2. Để làm được việc này, chúng tôi lập một

mẫu thống kê với kích cỡ mẫu là M = 100. Cụ thể, ở lần mô phỏng thứ

k (k = 1, 2, ...100), ký hiệu uεN,k(., tj) là nghiệm xấp xỉ của uexact(., tj).

Với mỗi giá trị của ε, để tính toán uεN,k(., tj), chúng tôi sử dụng phép lặp

Picard như sau

uε,0(x, tj) = 0,

uε,q(x, tj) =
BN∑
n=1

[
en

2α(F (1)−F (tj))(gN)n

−
1∫
tj

en
2α(F (s)−F (tj))fn(uε,q−1(x, tj))(s)ds

]
sin(nx),

với q = 1, 2, 3, ...

Phép lặp được thực hiện và dừng lại tại q0 khi

∥uε,q0(., tj)− uε,q0−1(., tj)∥2 ≤ 10−5.

Bây giờ, ta chọn uε,q0 để xấp xỉ uεN,k và tính kỳ vọng của sai số giữa

nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác tại thời điểm tj, j = 1, 2, ...11

E ∥uεN(., tj)− uexact(., tj)∥2 ≈
1

M

(
M∑
k=1

∥∥∥uεN,k(., tj)− uexact(., tj)
∥∥∥2)

Kết quả tính toán của chúng tôi được mô tả trong Bảng 1.1 dưới đây.
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E ∥uεN(., t)− uexact(., t)∥2
t, ε ε = 0.1 ε = 0.01 ε = 0.001
t = 0 3.3278e− 02 5.1536e− 03 4.4474e− 03
t = 0.1 3.2502e− 02 4.2647e− 03 3.5942e− 03
t = 0.2 3.1817e− 02 3.5336e− 03 2.8968e− 03
t = 0.3 3.1175e− 02 2.9109e− 03 2.3071e− 03
t = 0.4 3.0561e− 02 2.3769e− 03 1.8058e− 03
t = 0.5 2.9961e− 02 1.9170e− 03 1.3784e− 03
t = 0.6 2.9365e− 02 1.5162e− 03 1.0108e− 03
t = 0.7 2.8765e− 02 1.1585e− 03 6.8795e− 04
t = 0.8 2.8154e− 02 8.2836e− 04 3.9687e− 04
t = 0.9 2.7555e− 02 5.2521e− 04 1.4165e− 04
t = 1 2.7077e− 02 3.2072e− 04 2.8998e− 06

Bảng 1.1. Bảng kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa uεN(., t) và

nghiệm chính xác uexact(., t) tại các thời điểm khác nhau tương ứng với

ε = 0.1, 0.01, 0.001 và M = 100.
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Chương 2

BÀI TOÁN NGƯỢC CHO

PHƯƠNG TRÌNH HELMHOLTZ
PHI TUYẾN CHỨA ĐẠO HÀM

BẬC KHÔNG NGUYÊN THEO

BIẾN KHÔNG GIAN

2.1 Giới thiệu bài toán

Trong chương hai, chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm hàm biên độ sóng

u(x, y) thỏa mãn phương trình Helmholtz phi tuyến sau

∆u(x, y)− (−∆)αu(x, y) + k2u(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ (0, π)× (0, 1)

(2.1)

với các điều kiện

u(0, y) = u(π, y) = 0, y ∈ [0, 1], (2.2)

u(x, 1) = g(x), x ∈ (0, π), (2.3)

uy(x, 1) = h(x), x ∈ (0, π), (2.4)

trong đó (−∆)α, α ∈ (0, 1) là toán tử Laplace bậc không nguyên , k ∈
(0,

√
2) là hệ số sóng cho trước, f(x, y, u) là hàm nguồn phi tuyến. Các

hàm số g(x) và h(x) là các dữ liệu tại y = 1.
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Chúng tôi nghiên cứu bài toán (2.1) - (2.4) trong trường hợp dữ liệu tuân

theo quy luật nhiễu trắng Gauss

gε(x) = g(x) + εξ(x),

hε(x) = h(x) + εξ(x), (2.5)

Nội dung chủ yếu của chương ba gồm ba phần. Trong tiểu mục 2.2, chúng

tôi sẽ tìm dạng nghiệm của bài toán và đưa ra ví dụ minh họa cho tính

không chỉnh của bài toán. Trong tiểu mục 2.3, chúng tôi chỉnh hóa bài

toán bằng phương pháp chặt cụt Fourier và đưa ra các đánh giá kỳ vọng

của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác trên các không gian

hàm khác nhau. Trong tiểu mục 2.4, chúng tôi đưa ra một ví dụ minh họa

cho phần lý thuyết.

Kết quả của chương 2 đã được công bố trong bài báo

[A2] Huy Nguyen Quang, Phong Luu Hong, Quan Pham Hoang, Triet

Le Minh, A backward problem for the nonlinear fractional Helmholtz equa-

tion with Gaussian white noise on the measurement, Journal of Integral

Equations and Applications, Volume 37(2025), pages 361-376.

2.2 Dạng nghiệm của bài toán (2.1) - (2.4)

Trong chương này, chúng tôi sử dụng một số giả thiết sau

(H4): Các hàm số g và h thuộc L2(0, π).

(H5): Hàm nguồn f : [0, π]× [0, 1]× R → R thỏa mãn

|f(x, y, u)− f(x, y, v)| ≤ K|u− v|,

với K > 0 độc lập với x, y, u, v .

Trong định lý 2.1 sau, chúng tôi tìm dạng nghiệm của bài toán (2.1) -

(2.4)
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Định lý 2.1. Giả sử các giả thiết (H4) - (H5) được thỏa. Nếu bài toán

(2.1) - (2.4) có nghiệm trong C([0, 1];L2(0, π)) thì nghiệm của bài toán

được cho bởi

u(x, y) =
∞∑
n=1

[
gn cosh((1− y)mn)− hn

sinh((1− y)mn)

mn

+

∫ 1

y

sinh((s− y)mn)

mn
fn(u)(s)ds

]
ϕn(x), (2.6)

trong đó

ϕn (x) =

√
2

π
sin(nx), mn =

√
n2 + n2α − k2,

gn = ⟨g, ϕn⟩ , hn = ⟨h, ϕn⟩ , fn(u)(s) = ⟨f(., s, u(., s)), ϕn⟩ .

Trong phần tiếp theo, chúng tôi sẽ đưa ra một ví dụ để minh họa cho

tính không chỉnh của bài toán (2.1) - (2.4) với dữ liệu thỏa mãn mô hình

nhiễu trắng Gauss (2.5).

Trong phần tiếp theo, chúng tôi sẽ trình bày một phương pháp chỉnh hóa

cho bài toán.

2.3 Phương pháp chỉnh hóa chặt cụt Fourier cho

bài toán (2.1)-(2.4)

Để hỗ trợ cho việc chứng minh các định lý chính, chúng tôi cần sử dụng

các bổ đề sau

Bổ đề 2.2. (Xem [50]) Cho z ∈ [0, 1], x > 0, ta có các bất đẳng thức

sau

i) cosh(zx) ≤ ezx,

ii)
sinh(zx)

x
≤ ezx.
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Bổ đề 2.3. Cho ε ∈ (0, 1), s > 0 và g, h ∈ Hs(0, π). Cho gN(ε), hN(ε) ∈
L2(0, π) như dưới đây

gN(ε)(x) =

N(ε)∑
n=1

⟨gε, ϕn⟩ϕn(x),

hN(ε)(x) =

N(ε)∑
n=1

⟨hε, ϕn⟩ϕn(x).

Khi đó, ta có

E
∥∥gN(ε) − g

∥∥2 ≤ ε2N(ε) +
1

(N(ε))2s
∥g∥2Hs(0,π) ,

E
∥∥hN(ε) − h

∥∥2 ≤ ε2N(ε) +
1

(N(ε))2s
∥h∥2Hs(0,π) . (2.7)

Ở đây N phụ thuộc ε và thỏa mãn lim
ε→0

N(ε) = +∞.

Ta thấy rằng các số hạng cosh((1− y)mn) và
sinh((1− y)mn)

mn
tăng rất

nhanh khi n đủ lớn. Do đó chúng là nguyên nhân gây ra tính không ổn

định nghiệm của bài toán ban đầu. Vì thế, để xây dựng nghiệm xấp xỉ ổn

định của bài toán, chúng tôi sử dụng phương pháp chặt cụt Fourier như

dưới đây

uεN(ε)(x, y) =

BN(ε)∑
n=1

[
cosh((1− y)mn)(gN(ε))n −

sinh((1− y)mn)

mn
(hN(ε))n

+

∫ 1

y

sinh((s− y)mn)

mn
fn(u

ε
N(ε))(s)ds

]
ϕn(x),

(2.8)

trong đó BN(ε) là một số nguyên dương thỏa mãn lim
ε→0

BN(ε) = +∞.

Định lý 2.4. Giả sử rằng các giả thiết (H4) - (H5) được thỏa. Cho N(ε),

gN(ε), hN(ε) như trong Bổ đề 2.3. Khi đó phương trình tích phân (2.8) có

nghiệm duy nhất uεN(ε) ∈ V.
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Tiếp theo, chúng tôi đưa ra các đánh giá kỳ vọng của sai số giữa nghiệm

chỉnh hóa và nghiệm chính xác dưới các điều kiện khác nhau.

Định lý 2.5. Giả sử rằng các giả thiết (H4) - (H5) được thỏa mãn. Cho

N(ε), gN(ε), hN(ε) như trong Bổ đề 2.3. Giả sử tồn tại s > 0,M1 > 0 sao

cho ∥g∥Hs(0,π) ≤ M1 và ∥h∥Hs(0,π) ≤ M1. Giả sử u là nghiệm chính xác

của bài toán (2.1) - (2.4) và uεN(ε) là nghiệm chỉnh hóa tương ứng với các

dữ liệu nhiễu gN(ε) và hN(ε).

i) Nếu với mọi q > 0, tồn tại Q1 > 0 sao cho

∞∑
n=1

n2qe2yn|un(y)|2 ≤ Q1, ∀y ∈ [0, 1], (2.9)

thì ta có

E
∥∥∥uεN(ε)(., y)− u(., y)

∥∥∥2 ≤ 4M2e
3K2(1−y)

(
ε

2s(1+y)
2s+1 +

(
ln

(
1

ε

))−2q

ε
√
2sy

2s+1

)
,

(2.10)

trong đó M2 = max
{
3(1 +M 2

1 ), Q12
q
(
2s+1
s

)2q}
.

ii) Nếu với mọi r > 0, tồn tại Q2 > 0 sao cho

∞∑
n=1

e2rn|un(y)|2 ≤ Q2, ∀y ∈ [0, 1], (2.11)

thì ta có

E
∥∥∥uεN(ε)(., y)− u(., y)

∥∥∥2 ≤ 4M3e
3K2(1−y)

(
ε

2s(1+y)
2s+1 + ε

√
2sr

2s+1

)
, (2.12)

trong đó M3 = max{3(1 +M 2
1 ), Q2}.

Định lý 2.6. Giả sử các giả thiết (H4) - (H5) được thỏa. Cho N(ε), gN(ε),

hN(ε) như trong Bổ đề 2.3. Giả sử rằng tồn tại s > 0,M1 > 0 sao cho

∥g∥Hs(0,π) ≤M1 và ∥h∥Hs(0,π) ≤M1. Giả sử u là nghiệm chính xác của bài
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toán (2.1) - (2.4) và uεN(ε) là nghiệm chỉnh hóa tương ứng với các dữ liệu

nhiễu gN(ε) và hN(ε). Nếu điều kiện (2.11) được thỏa thì với mọi y ∈ [0, 1],

E
∥∥∥uεN(ε)(., y)− u(., y)

∥∥∥2
Hq(0,π)

≤M4

((
s

2s+ 1
ln

(
1

ε

))2

+ k2

)q [
e3K

2(1−y)
(
ε

2s(1+y)
2s+1 + ε

√
2sr

2s+1

)
+ 4ε

√
2sr

2s+1

]
,

(2.13)

trong đó M4 =
1

2q−1
max

{
12(1 +M 2

1 ), 4Q2

}
.

2.4 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi xét bài toán tìm hàm số u(x, y) thỏa mãn bài

toán
∆u(x, y)− (−∆)αu(x, y) + 1.95u(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ (0, π)× [0, 1],
u(0, y) = u(π, y) = 0, y ∈ [0, 1],
u(x, 1) = g(x), x ∈ (0, π),
uy(x, 1) = h(x), x ∈ (0, π),

(2.14)

trong đó α =
1

31
và

f(x, y, u) =
(−642α2y2(64α−1) − 0.05) cos(y64α) sin(x)

3

− 64α(64α− 1)y64α−2 sin(y64α) sin(x)

3
+ u(x, y),

g(x) =
1

3
cos(1) sin(x),

h(x) = −64

3
αsin(1) sin(x).

Nghiệm chính xác của bài toán (2.14) là

uexact(x, y) =
1

3
cos(y64α) sin(x).

Ta chọn các tham số chỉnh hóa là
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N = [N(ε)] = [ε−
2
3 ], BN = [BN(ε)] =

√√√√1

2

((
1

3
ln

(
1

ε

))2

+ 1.95

) .
Xét dữ liệu nhiễu

gN(x) =
1

3
cos(1) sin(x) + ε

N∑
n=1

⟨ξ, ϕn⟩ϕn(x),

hN(x) = −64

3
αsin(1) sin(x) + ε

N∑
n=1

⟨ξ, ϕn⟩ϕn(x),

trong đó ϕn(x) =

√
2

π
sin(nx) và ⟨ξ, ϕn⟩ là các biến ngẫu nhiên có phân

phối Gauss với trung bình bằng 0 và phương sai bằng 1.

Trong phần mềm MATLAB, để khởi tạo bộ số ngẫu nhiên có phân phối

chuẩn, ta sử dụng hàm randn(.).

Từ (2.8), ta có nghiệm chỉnh hóa thỏa mãn

uεN(x, y) =
BN∑
n=1

[
cosh((1− y)mn)(gN)n −

sinh((1− y)mn)

mn
(hN)n

+

∫ 1

y

sinh((s− y)mn)

mn
fn(u

ε
N)(s)ds

]
ϕn(x),

trong đó

mn =
√
n2 + n2α − 1.95,

(gN)n = ⟨gN , ϕn⟩,

(hN)n = ⟨hN , ϕn⟩,

fn(u
ε
N)(s) = ⟨f(., s, uεN(., s)), ϕn⟩.

Bây giờ, ta chia nhỏ đoạn [0,1] thành 10 đoạn con bởi 11 điểm

yj =
j − 1

10
, j = 1, 2, ...11.

Đặt lần lượt ε = 0.1, ε = 0.01, ε = 0.001.
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Cho các giá trị khác nhau của ε, chúng tôi tính toán kỳ vọng của sai

số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác tại thời điểm yj, ký hiệu

bởi E ∥uεN(., yj)− uexact(., yj)∥2. Để làm được việc này, chúng tôi lập một

mẫu thống kê với kích cỡ mẫu là M = 100. Cụ thể, ở lần mô phỏng thứ

k (k = 1, 2, ...100), ký hiệu uεN,k(., yj) là nghiệm xấp xỉ của uexact(., yj).

Với mỗi giá trị của ε, để tính toán uεN,k(., yj), chúng tôi sử dụng phép lặp

Picard thỏa mãn

uε,0(x, yj) = 0,

uε,q(x, yj) =
BN∑
n=1

[
cosh((1− yj)mn)(gN)n −

sinh((1− yj)mn)

mn
(hN)n

−
1∫
yj

sinh((s− yj)mn)

mn
fn(uε,q−1(x, yj))(s)ds

]
ϕn(x),

với q = 1, 2, 3, ...

Phép lặp được thực hiện và dừng lại tại q0 khi

∥uε,q0(., yj)− uε,q0−1(., yj)∥2 ≤ 10−5.

Bây giờ, ta chọn uε,q0 để xấp xỉ uεN,k và tính kỳ vọng của sai số giữa

nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác tại thời điểm yj, j = 1, 2, ...11

E ∥uεN(., yj)− uexact(., yj)∥2 ≈
1

M

(
M∑
k=1

∥∥∥uεN,k(., yj)− uexact(., yj)
∥∥∥2) .

Kết quả tính toán của chúng tôi được mô tả trong Bảng 2.1 dưới đây.
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E ∥uεN(., y)− uexact(., y)∥2
y, ε ε = 0.1 ε = 0.01 ε = 0.001
y = 0 3.5015e− 01 3.4985e− 01 3.4981e− 01
y = 0.1 3.0594e− 01 3.0375e− 01 3.0350e− 01
y = 0.2 2.5604e− 01 2.5175e− 01 2.5131e− 01
y = 0.3 1.9912e− 01 1.9264e− 01 1.9203e− 01
y = 0.4 1.4316e− 01 1.3447e− 01 1.3375e− 01
y = 0.5 9.2952e− 02 8.2124e− 02 8.1378e− 02
y = 0.6 5.4837e− 02 4.1924e− 02 4.1231e− 02
y = 0.7 3.1304e− 02 1.6261e− 02 1.5696e− 02
y = 0.8 2.1468e− 02 4.0042e− 03 3.6017e− 03
y = 0.9 2.1099e− 02 5.1801e− 04 2.5170e− 04

Bảng 2.1. Bảng kỳ vọng của sai số giữa nghiệm chỉnh hóa uεN(., y) và

nghiệm chính xác uexact(., y) tương ứng với ε = 0.1, 0.01, 0.001 và M =

100.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Trong chương 1, chúng tôi đã khảo sát chỉnh hóa cho bài toán ngược

cho phương trình parabolic phi tuyến với dữ liệu nhiễu trắng Gauss. Bằng

cách sử dụng phương pháp chặt cụt Fourier, chúng tôi đã thực hiện việc

đánh giá sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác với các điều

kiện khác nhau trên nghiệm chính xác. Đánh giá sai số có tốc độ hội tụ

dạng logarit hoặc dạng Hölder. Hơn nữa, chúng tôi còn đưa ra ví dụ số

minh họa cho phần lý thuyết.

Trong chương 2, chúng tôi đã khảo sát chỉnh hóa cho bài toán ngược

cho phương trình Helmholtz phi tuyến với dữ liệu nhiễu trắng Gauss. Với

các điều kiện khác nhau trên nghiệm chỉnh xác, chúng tôi đã đưa ra các

đánh giá sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác bằng cách sử

dụng phương pháp chặt cụt Fourier. Đánh giá sai số có tốc độ hội tụ dạng

logarit hoặc dạng Hölder. Hơn nữa, chúng tôi còn đưa ra ví dụ số minh

họa cho phần lý thuyết.

Kết quả của luận án đã được công bố trong hai bài báo thuộc tạp chí

Wos/Scopus.

Trong thời gian tới, chúng tôi sẽ khảo sát các bài toán ngược cho

phương trình parabolic phi tuyến và phương trình Helmholtz phi tuyến

trong trường hợp hệ số phi tuyến và trong trường hợp hàm nguồn thỏa

điều kiện Lipschitz địa phương.
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